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Il ne faut pas

confondre

latitude et latitude !

Pierre Causeret

La latitude géocentrique
d'un point & la surface de la
Terre est l'angle que fait le
plan de I'équateur avec la
droite joignant le centre de la
Terre a l'observateur. Le prin-
cipe parait simple sur la figu-
re ci-contre et pourtant ce
n'est pas celle que l'on mesu-
re : en effet, it n'est pas pos-
sible & un observateur ter-
restre de savoir ou est situé le

fig. 1

centre de la Terre, ia verticale du fil & plomb ne passant

pas par ce cenire.

On appelle latitude astronomique celie gue I'on mesu-
re, qu'on définit comme l'angle entre le plan de I'équateur

et la verticale du lieu.

Jai longtemps confondu ces deux latitudes. Bien
qu'elles ne different que de quelques minutes d'angle au
maximum, cette confusion ameéne 4 des contresens.

l.a verticale

Attachez un objet au bout d'une ficelle
un jour sans vent et vous aurez une verti-
cale. Dans un repére terrestre lié & I'obser-
vateur, cet objet est soumis a la gravitation
mais aussi 4 l'accélération centripéte, due a
la rotation de la Terre.

Pour simplifier, imaginons une Terre
sphérique. Dans ce cas, le champ de gravi-
tation, noté ici g, est dirigée vers le centre
de 1a Terre (4 condition que la répartition
de masse soit & symétrie sphérique).

I'accélération centripéte, notée c, est
perpendiculaire a l'axe de 1a Terre. La

somme des deux vecteurs g et ¢ donne l'ac-
célération de la pesanteur p et la direction
de la verticale.




Pour un rayon de 6370 km et une latitude ¢ =47°, on trou-
ve pour la gravitation g = 9,83 m.s-2 , pour l'accélération cen-
trifuge ¢ = 0,023 m.s2 et pour la pesanteur p = 9,81 m.s2 .
Quant 3 !a déviation, I'angie entre la verticale et (MQ), eile
vaut un dixiéme de degré. Nous verrons tout & 'heure que ce
modéle n'est pas trés bon.

Calculs

» données physiques (unités SI: m, kg, s.)

G = 6,672 . 10-1! (constante de la gravitation)

mr = 5,975 . 1024 (masse de la Terre)

t7 = 6,371 . 106 ( ravon de la sphére terrestre)

o =21 /86 164 (vitesse angulaire de la rotation terrestre
(1 jour sidéral = 23 h 56 min 04 s = 86 164 5).

= données et formules géométriques

¢ - latitude du lieu

Iy =TI COS(p

v = déviation de la pesanteur par rapport au rayon
p?=g? +¢c? -2 g c coso (formule d’ Al Kaschi)

siny/ ¢ = sin®/ p

s formutes dynamiques

g= G. mry /1’2

c= UJZ‘ 1)

s calculs a partir des données et formules ci-dessus.
29,822 ; w? ry=3,388102;

A la latitude 47 © on obtient : ¢ = 0,023 ; p =9,806 et
1= (,0099°

les formules générales sont :
c={w? rp).cos @ ;

p= ng2+(cmzrT )2 coszqo—Zg(aﬂrT Jeosp

(w2 )singeose

v =Aresin
Jfﬂ o* rr ) cos'e-2g(w’ ry )cose

(p(°)|0|10[20,30'40’50'60!70|80|90

()

0 I 0,034 ! 0,064 I 0,086| 0,008 I 0.057 l 0.086 | 0,064 I 0,034 [ 0

La forme de la Terre

Imaginons que la Terre scit parfaitement sphérique
(fig2). Versez de l'eau au point M. Que va-t-il se passer 7 La
pesanteur va agir sur cette eau en suivant la verticale. Mais
comme la verticale ne passe pas par le centre de la Terre,
l'eau va s'écouier en direction de l'équateur. Ce type d'expé-
rience nous parait contre nature : nous savons bien que I'eau
n'est pas plus attirée par le sud que par le nord.

Tout simplement parce gue la Terre est suffisamment
déformable et a pris naturellement la bonne forme, de telle
maniére qu'une verticale en un point scit perpendiculaire au
plan horizontal (plan tangent en ce point 4 la Terre).

La Terre a approximativement la forme d'un ellipsoide de
révolution du type aplati {rayon polaire < rayon équatorial)

Le rayon équatorial mesure un peu plus de 6378 km
contre 4 peine 6357 pour le rayon polaire. La différence étant
21,4 km, I'aplatissement est de 21,4 / 6378 soit 1/ 298 ou
0,3%. Ces résultats proviennent de mesure.

A partir de ces données, on peut calculer qu'a la tatitude
de 47°, la verticale s'écarte d'environ 0,2° de la droite (OM).

a=6378 km
b = 6357 km
Aplatissement :

f=(a-b)/a =1/298

Déviation de la vertica-
le & 47° de latitude
0,2°

fig. 4

Calcuts
(valides sauf aux pdles (les trois tangentes évoqueées ne
sont pas définies) mais le probléme est trivial}).
On peut écrire 'équation de l'ellipse sous sa forme para-
métrée . x=acost y=bsint avecte [0 2x[
Latitude géocentrique @, :
tan @, =bsint/acost=(b/a)tant
En dérivant x et v en fonction de t, on obtient x' = -a sin t
et v' = b cos t. Le coefficient directeur de la tangente (1)
est y'/x =bcost/(-asint)
On en déduit le coefficient directeur de la perpendiculai-
re a (T), la verticale, qui est asint/bcost soit(a/b)tant
{le produit des coeflicients directeurs de deux droites per-
pendiculaires est -1).
Si @ est a latitude astronomique, on a donc :
tan ¢, = (a/ b) tan t. Et comme tan ¢, =(b/a)tant, on
obtient tan @, = (a?/b?) tan @,
8i @, vaut 47°, on trouve @, = 47,19 soit une différen-
ce de presque 0,2°,

Retour a la pesanteur
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Retour a la pesanteur

Nous avions irouve un ¢cart de 0,1° seulemen: dans l¢ pre-
mier calcul avec une Terre sphérique. En réalité, 1a Terre est
aplatie aux poles et le vecteur E’n'est pas dirigé vers le centre
de la Terre 4 cause de l'attraction du bourrelet équatorial.

fig. 5

Attraction due au
i bourrelet équatcrial

fig. 6 :

Attraction totale
(sphére + bourrelet
équatoriai)

-

Si on rajoute maintenant l'accélération centrifuge, on
remarque que la pesanteur est davantage déviée que ce que
I'on avait trouvé dans le premier calcul "sphérique”. Ce qui
permet d'expliquer cette déviation de 0,2° 4 47° de latitude.
Pour affiner le croquis "sphérique"de la figure 3, il se crée un

o <>
eilipsoide et p'lui est normal (fig.7).

M fig. 7
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totale + accélération
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‘ Pesanteur (attraction
! centrifuge)
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Le probléme n'est pas simple. Un certain Clairaut avait
montré que si la Terre était un fluide homogéene, elle devrait
prendre la forme d'un ellipsoide de révolution avec un apla-
tissernent de 1/232.

L'aplatissement mesuré de 1/298 s'explique par des
variations de densité entre le centre et la surface de la Terre.

Latitude géocentrique et
latitude astronomique

L'écart & entre la verticale (VM) et la radiale (OM) est
la différence entre la latitude astronomique @, et la latitude
geéocentrique @

La forme de la Terre permet d’établir la correspondance
suivante

v
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fig. 8

Etude de la déviation :

Etudions de plus prés 1a fonction F donnant [a déviation
8= @, - ¢, en fonction de @,.

F 0,9, - @, = Arctan ((a2/ b?) tang,) - @,

On trouve qu’elle est maximale en ¢.* = Arctan (b / a)
= 44 9035° car sa dérivée,

(a>-b?) (tanee+bia)
b(aztanz(pc+ bz)

Flge) {tange—b/ a)

s'annule en changeant de signe (d’abord positive puis
négative).

La déviation maximale est alors 8, =F (¢,* ) =
Arctan(a/b)- Arctan (b /a) = 0,1889
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1° de latitude, est-ce plus grand
a I'équateur ou aux pdles ?

Pole Nord
D ‘ C

Equateur

fig. 9

Par 1° de latitude, on entend la distance 4 la surface de fa
Terre séparant deux points situés sur le méme méridien ayant
des Iatitudes différant de 1°.

Si on parte de latitude géocentrique, alors 1° du coté de
I'équateur, c'est plus grand que 1° du coté des pdles (111,3
km contre 110,9).

Mais comme cette latitude n'est pas directement mesu-
rable, c'est & 1° de latitude astronomique que ce sont intéres-
sés les savants du 18° si¢cle lorsqu'ils partirent en Laponie et
au Pérou pour vérifier si la Terre est aplatie aux pdles.

Pale Nord
D C

7 Equateur

fig. 10

En latitude astronomigue, c'est l'inverse.

Les droites passant par A, B, C et D sont des verticales.
Seules les verticales aux pdles et 4 I'équateur passent par le
centre de la Terre. Les autres en sont déviées 3 cause de l'ac-
célération centrifuge d'une part et de Mattraction du bourrelet
équatorial d'autre part.

Ces verticales sont des normales 4 {'ellipse (normale a l'el-
lipse = perpendiculaire 4 la tangente).

On peut calculer simplement que 1° de latitude du c6té d'un
pole, c'est plus grand que 1° & l'équateur (111,7 km contre
110,6).

Cela signifie que la courbure de l'ellipse est plus importante
coté équateur que cdté pdle.

Maupertuis avait trouvé 111,9 km en Laponie & 66° de lati-
tude nord contre 111,2 déja mesurés en France Au Pérou,
Bouguer et La Condamine avait obtenu 110,6 km. La Terre
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était bien aplatie aux pdles comme 'avait prévu Newton et
contrairement aux affirmations de Descartes.
Historiquement, c'est & partir de ces mesures que l'on a pu
calculer l'aplatissement de la Terre, 4 l'inverse des calculs
que nous avons fait précédemment.

Remarque :

Les normales 4 un cercle, ses rayons, passent toutes par le
centre. En revanche, les normales 4 une ellipse (les verti-
cales pour cet article) enveloppent une courbe (c’est &
dire en sont les tangentes) que I’cn appelle 1a développée
de Pellipse.
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fig. 11

La figure 11 représente la normale en M 4 D'ellipse E et
notamment son point caractéristique I, qui est aussi le
centre de courbure pour le point M,

Les coordonnées de M (x =a cost ; y = b sint) constituent
I’équation parmétrique de I'ellipse et celles de 1
(X=(a%*-b)/a)cosdt; Y =-(a2 - bl)/b)sin’t)
I’équation parameétrique de la développée.

Notons que la construction des quatre points de rebrous-
sement de la développée est stmple. Intersecter aves les
axes de coordonnées la perpendiculaire menée par D,
sommet du rectangle, au c6té [AB] du losange.

Note : Merci & Michel Bobin pour sa relecture attentive et
Ses remarques.
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